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Dualité et principe local-global pour
les anneaux locaux henséliens de dimension 2

Diego Izquierdo

avec un appendice de Joél Riou

ABSTRACT

Let k be an algebraically closed field, a finite field or a p-adic field. Let Ky = k((x,y))
be the field of Laurent series in two variables over k, and let K be a finite extension
of Kg. We define Tate-Shafarevich groups of a commutative group scheme over K via
cohomology classes locally trivial at each completion of K coming from a codimension 1
point of Spec O, where Of is the integral closure of k[[x, y]] in K. We establish duality
theorems between Tate—Shafarevich groups for finite groups schemes and for tori. We
apply these results to the study of the obstruction to the local-global principle for K-
torsors under a connected linear algebraic group, answering in that way a question of
Colliot-Théléne, Parimala and Suresh, and to the weak approximation for tori over K.

RESUME

Soit k un corps algébriquement clos, un corps fini, ou encore un corps p-adique.
Soient Ko = k((x,y)) le corps des séries de Laurent & deux variables sur k et K une
extension finie de K. On définit les groupes de Tate—Shafarevich d’'un K-schéma en
groupes commutatif en considérant les classes de cohomologie qui deviennent triviales
sur chaque complété de K provenant d’un point de codimension 1 de Spec Ok, oit O
désigne la cloture intégrale de k[[x,y]] dans K. On établit des théorémes de dualité
arithmétique entre des groupes de Tate—Shafarevich pour les modules finis et pour les
tores. On applique ces résultats a I’étude du principe local-global pour les K-torseurs
sous un groupe linéaire connexe, répondant ainsi & une question de Colliot-Théléne,
Parimala et Suresh, ainsi qu’a I’approximation faible pour les tores sur K.

1. Introduction

Annoncés dans les années 1960 par Tate, les théorémes de dualité arithmétique ont joué
depuis un role fondamental dans ’étude des points rationnels des variétés algébriques sur les corps
globaux (corps de nombres et corps de fonctions de courbes sur des corps finis). Plus récemment,
nous avons connu un regain d’intérét pour ces questions sur des corps plus compliqués. C’est
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DUALITE ET PRINCIPE LOCAL-GLOBAL EN DIMENSION 2

ainsi que Harari, Scheiderer et Szamuely ont étudié les corps de fonctions de courbes sur des
corps p-adiques [HS16, HSS15], puis que Colliot-Théléne et Harari se sont penchés sur les corps
de fonctions de courbes sur C((¢)) [CTH15]. L’auteur du présent article a ensuite généralisé les
précédents résultats aux corps de fonctions de courbes sur des corps locaux supérieurs [Izql6b,
Izq15, 1zq17b].

Soit k£ un corps algébriquement clos, un corps fini, C((¢)) ou encore un corps p-adique. Consi-
dérons R une k-algébre commutative, locale, intégre, normale, hensélienne, excellente, de dimen-
sion 2, de corps résiduel k. Supposons de plus que R ® k° est intégre, et notons K le corps des
fractions de R. A titre d’exemple, I’algébre R pourrait étre la k-algébre k[[z, y]] des séries formelles
a deux variables et le corps K son corps des fractions, c’est-a-dire le corps k((z,y)) des séries de
Laurent & deux variables sur k. On rappelle que k((z,y)) est strictement contenu dans k((x))((y))
et que, contrairement a k((z))((y)), son comportement est similaire & celui d'un corps global.

Le but de cet article est d’obtenir des théorémes de dualité arithmétique sur K, puis de
les appliquer a I’étude des points rationnels sur les K-variétés algébriques. Pour ce faire, I'une
des difficultés principales que nous rencontrons vient du fait que nous devons travailler avec le
schéma Spec R, qui est de dimension 2 et qui peut étre singulier. En particulier, cela complique de
maniére importante 1’établissement de théorémes de dualité a la Artin—Verdier. Un tel phénoméne
n’avait pas été rencontré dans les travaux précédents portant sur les corps de fonctions de courbes,
puisque dans ces cas-la les objets géométriques sous-jacents étaient de dimension 1 et réguliers, et
la dualité d’Artin—Verdier découlait assez formellement de la dualité de Poincaré et d’un théoréme
de dualité pour le corps de base.

Les motivations pour se pencher sur de telles questions sont multiples. Tout d’abord, les corps
que nous étudions ont récemment intéressé plusieurs auteurs (Colliot-Théléne, Gille, Hu, Ojan-
guren, Parimala, Suresh, ...). Citons notamment U'article [CTPS16], dans lequel Colliot-Théléne,
Parimala et Suresh introduisent certaines obstructions au principe local-global sur K lorsque k
est algébriquement clos de caractéristique 0 et se demandent si ce sont les seules pour les espaces
principaux homogénes sous des tores. Nous répondrons affirmativement & cette question dans le
présent article. Ensuite, les extensions finies de C((x,y)) interviennent de maniére importante
dans les travaux de Harbater, Hartmann et Krashen dans lesquels ils utilisent des techniques
de patching pour étudier le principe local-global sur certains corps de fonctions de courbes (par
exemple, [HHK14]). Il est donc naturel de penser que, si I'on veut comprendre les résultats qu’ils
obtiennent avec les techniques de dualité, il convient de commencer par se pencher sur les ques-
tions de dualité pour C((z,y)) et ses extensions finies. Finalement, il est probablement nécessaire
de comprendre le corps C((z,y)) avant de s’intéresser aux corps de fonctions de surfaces com-
plexes, pour lesquels rien n’est connu actuellement du point de vue de la dualité arithmétique.

Organisation de Particle.

Dans cet article on se donne k& un corps et R une k-algébre commutative, locale, intégre,
normale, hensélienne, excellente, de dimension 2, de corps résiduel k. On suppose de plus que
R®}, k* est intégre, et on note m I'idéal maximal de R et X = Spec R\ {m}. Soit X" I'ensemble
des points de codimension 1 de X. On remarquera que ’algébre R n’a pas été supposée réguliére.
Le but de l'article est d’étudier le corps des fractions K de R.

Le texte est constitué de quatre parties et un appendice écrit par Joél Riou. Dans la premiére
section, on se place dans le cas ol k est algébriquement clos de caractéristique 0, et on établit
une suite exacte de Brauer—-Hasse—Noether pour le corps K.
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THEOREME 1.1 (Théoréme 2.6). Supposons que k est algébriquement clos de caractéristique 0.
On a une suite exacte

0— (Q/Z)"™ — Br(K) » @ Br(K,) - Q/Z 0,
veXx (™)

ol nx est un entier explicite qui est défini grace a la géométrie de la fibre spéciale d’une désin-
gularisation de Spec R.

La preuve de ce théoréme repose notamment sur une analyse fine de la combinatoire des
singularités de Spec R.

Dans la deuxiéme partie, nous énongons une dualité de type Artin—Verdier sur le schéma X.

THEOREME 1.2 (Corollaire 3.3). Supposons que k est algébriquement clos de caractéristique 0.
Soient j: U — X une immersion ouverte avec U non vide et F' un schéma en groupes fini étale
sur U de n-torsion et de dual de Cartier F' = Homy; (F, uy,). Il existe alors un accouplement
parfait de groupes finis

H"(U,F') x H¥"(X, j)F) — Z/nZ(—1).

Ici, Z/nZ(—1) désigne Hom(puy,Z/nZ), qui, quitte a choisir une racine primitive n-iéme de
I'unité, est isomorphe & Z/nZ. Nous proposons deux preuves du théoréme 1.2 : une preuve fondée
sur les résultats généraux de dualité de Gabber, qui est présentée dans ’appendice écrit par
Joél Riou; et une preuve similaire & celle de la dualité d’Artin—Verdier classique sur les corps
de nombres, mais qui présente des difficultés supplémentaires liées aux éventuelles singularités
de Spec R, qui repose sur la suite exacte de Brauer—Hasse—Noether du théoréme 1.1, et qui est
détaillée dans la thése de 'auteur (chapitre 4 de [Izql6al).

Dans la troisiéme section, nous appliquons les résultats précédents pour obtenir des théorémes
de dualité de type Poitou-Tate pour les modules finis et les tores sur le corps K lorsque k est
algébriquement clos, un corps fini, C((¢)) ou encore un corps p-adique. Les principaux résultats
sont les théorémes 4.5 et 4.8.

Finalement, dans la quatriéme section, nous appliquons les théorémes de dualité précédents
pour étudier les obstructions au principe local-global et & I’approximation faible. Plus précisément,
dans les théorémes 5.2 et 5.6, nous comprenons les obstructions au principe local-global pour les
torseurs sous des groupes linéaires connexes sur K lorsque k est algébriquement clos, un corps
fini, C((¢)) ou encore un corps p-adique. Ce sont précisément ces deux théorémes (5.2 et 5.6) qui
répondent a la question posée a la fin de larticle [CTPS16]. Ils impliquent aussi la proposition
suivante.

PROPOSITION 1.3 (Proposition 5.7). Supposons que k est fini de caractéristique p et considérons
un tore stablement rationnel T sur K. Soit Y un espace principal homogéne sous T' qui devient
trivial sur une extension finie de K de degré non divisible par p. Alors Y vérifie le principe
local-global.

Remarque 1.4. Une proposition analogue a la précédente est vraie sur un corps de la forme Q,(z)
(corollaire 5.7 de [HS16]), mais pas sur un corps de la forme C((¢))(z) (exemple 2.9 de [CTH15]).

A la toute fin de P’article, dans le théoréme 5.9, nous nous penchons sur approximation faible
pour les tores sur K.
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Rappels et notations
Corps. Si L est un corps, on note L° sa cloture séparable.

Dimension. Lorsque Z est un schéma noethérien et ¢ un entier naturel, on note Z (9) Pensemble
des points de codimension i de Z. En particulier, Z(9) désigne I'ensemble des points génériques
de Z, que I'on confond parfois avec ’ensemble des composantes irréductibles de Z.

Groupes abéliens. Pour M un groupe abélien, n > 0 un entier et £ un nombre premier, on
note :

e , M le sous-groupe de n-torsion de M,

M{¢} la partie de torsion ¢-primaire de M,

Myont = @,z M{p} ot p décrit les nombres premiers différents de ¢ (par commodité,
Myon-o désignera M),

0) _ 13 L .
o MU = @n M/0" le complété f-adique de M,
e M le quotient de M par son sous-groupe divisible maximal,
e MP le groupe des morphismes M — Q/Z.

Faisceaux. Sauf indication du contraire, tous les faisceaux sont considérés pour le petit site
étale. Pour F' un faisceau sur un schéma Z, on note Homy(F,—) (ou Hom(F, —) s’il n’y a pas
d’ambiguité) le foncteur qui a un faisceau G sur Z associe le groupe des morphismes de faisceaux
de F vers G et Hom,(F,—) (ou Hom(F,—) s’il n’y a pas d’ambiguité) le foncteur qui a un
faisceau G sur Z associe le faisceau étale U — Homy (F|y, Gly).

Cohomologie. Par convention, pour F et GG des faisceaux sur un schéma X et r un entier
strictement négatif, on pose Ext’y (F,G) = H"(X, F) = 0.

Groupe de Brauer. Lorsque Z est un schéma, on note Br(Z) le groupe de Brauer coho-
mologique H?(Z,G,,). Si Z est une L-variété géométriquement intégre pour un certain corps L,
on note Br,(Z) le quotient du groupe de Brauer algébrique Ker(Br(Z) — Br(Z x L®)) par
Im(Br(L) — Br(2)).

Complexes de Bloch et cohomologie motivique. Lorsque X est un schéma de Dedekind,
on note Z(%) le i-éme complexe de Bloch sur le petit site é¢tale de X. On renvoie a la partie 0.5
de [Izql6b] pour des rappels sur les complexes de Bloch.

Graphes. On utilisera notamment les notions de graphe biparti et nombre cyclomatique d’un
graphe. Un graphe (non orienté) I" est ici un ensemble V' muni d’une partie E de I'ensemble P (V')
des parties a deux éléments de V. Les éléments de V' sont appelés sommets et les éléments de E
arétes. On supposera toujours que les deux extrémités d’une aréte sont distinctes. On dit que I"
est biparti s’il est muni d’une partition V = Vj U V5 telle que toute aréte dans F a une extrémité
dans V] et une extrémité dans V5. Lorsque I' est connexe, le nombre cyclomatique de I (ou le
premier nombre de Betti de T') est défini par la formule

c=E|—|V|+1.

Pour plus de précisions & propos de ces notions, on pourra se référer a |Ber63|.

Les corps étudiés

Soient k un corps et R une k-algébre commutative, locale, géométriquement intégre (c’est a
dire, R ®y, k* est intégre), normale, hensélienne, excellente, de dimension 2 et de corps résiduel k.
Par exemple, R pourrait étre le complété ou ’hensélisé d’'une surface complexe normale en un
de ses points fermés. Soient K le corps des fractions de R et m I'idéal maximal de R. Posons
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X =SpecR et X = X\ {m}. Le schéma X est, en général, singulier, alors que X est un schéma
de Dedekind (non affine).

Supposons donnés un schéma X régulier, intégre, de dimension 2 et un morphisme projectif,
surjectif f: X — X induisant un isomorphisme entre f~'(X) et X. Si f n’est pas un isomor-
phisme, la fibre spéciale f~!(m) de f est une k-courbe en général réductible. Chaque v € (X))
définit une valuation discréte de rang 1 sur K. On note alors K, le complété correspondant de K
et k(v) son corps résiduel. Si v ¢ f~!(m), le corps k(v) est le corps des fractions d’un anneau
de valuation discréte hensélien de corps résiduel k. Si v € f~1(m), le corps k(v) est le corps des
fonctions de la composante irréductible de f~!(m) correspondant & v.

Dans le cas o k est algébriquement clos de caractéristique 0, le corps K est de dimension
cohomologique 2, et les k(v) sont de dimension cohomologique 1. De plus, si v € f~!(m), le
groupe de Galois absolu de k(v) est isomorphe a 7 et, d’apreés 'exemple 1.1.10 de [Mil06], pour
chaque module galoisien fini F' sur k(v), on a une dualité parfaite de groupes finis

H°(k(v), F) x H" (k(v), Hom(F, k(v)>*)) = Q/Z.
Dans ce contexte, la remarque 2.3 de [CTPS16] fournit une suite exacte

0-BrK— @ BrkK,—» P Q/zZ—o,
ve(X)W ve(X)@
puisque I'application résidu H?(K,, pt,) — H'(k(v),Z/nZ) (définie dans I'appendice du cha-
pitre IT de [Ser94]) est un isomorphisme.

Pour terminer, on rappelle aussi que, dans le cas ol k est séparablement clos, 'indice et
I’exposant pour les K-algébres simples centrales coincident et que la conjecture de Serre II vaut
pour K. On pourra aller voir le théoréme 1.4 de [CTGPO04].

2. Suite exacte de Brauer—Hasse—Noether

Dans toute cette section, on supposera que le corps de base k est algébriquement clos de
caractéristique 0. L’objectif consiste alors a établir le théoréme 1.1, c’est-a-dire & démontrer
une suite exacte de Brauer—Hasse—Noether sur le corps K. Nous verrons que la preuve exige de
travailler avec la combinatoire des singularités du schéma X : c’est une nouveauté importante
apportée par cet article.

2.1 Préliminaire : deux lemmes d’algébre linéaire

Dans ce paragraphe, on établit deux lemmes d’algébre linéaire sur les graphes, qui seront trés
utiles par la suite.

LEMME 2.1. Soit A un groupe abélien. Soit I" un graphe fini, connexe, non orienté, biparti. On
note V.= Vj UV, I'ensemble de ses sommets et E I’ensemble de ses arétes. Pour v € V', on note
I(v) I'ensemble des arétes ayant v pour extrémité. Soit (a,),cv € AV tel que

S a- Y
vEVY veEV)
Alors il existe (z.)eer € AP tel que, pour tout v € V, on ait

g Te = Ay -

ecl(v)
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Démonstration. Considérons un sous-ensemble d’arétes £/ C E tel que le sous-graphe I de T’
dont I’ensemble des sommets est V et celui des arétes est E’ soit un arbre connexe. En posant
ze. = 0 pour e € E \ E’, on se raméne a prouver le lemme pour I au lieu de I'. On peut donc
supposer que I' est un arbre.

On procéde alors par récurrence sur |V|. Si |[V| =1 ou |V| = 2, le résultat est évident. Soit
maintenant n > 1 et supposons le résultat prouvé dans le cas |V| = n. Supposons que |V| = n+1.
Soit I le sous-graphe de I' obtenu en enlevant une feuille vy € V et I'unique aréte eg € E qui
lui est incidente. Soit v1 'autre extrémité de eg et considérons la famille (by),eyn\ 1vy} définie par
by, = a, pour v & {vo,v1} et by, = ay, — ay,. Par hypothése de récurrence, il existe une famille
(Te)eeE\{eo} telle que, pour chaque v € V'\ {vg}, on a

Z Te=b,.

ecl(v)\{eo}

On pose x¢, = ay,. Alors, pour tout v € V, on a Zeel(v) Te = Qy. O

Gardons les notations du lemme précédent. Lorsque S est un ensemble, notons ¥g le mor-
phisme somme P, g A — A. Posons

04(T) :== ( &y KerEl(v)) N ( &y KerEl(v)) cha.
veVL vEV) E

Cette définition ne présente aucune ambiguité, puisque E = [[,cy; I(v) = [l,ey, [(v). En
d’autres termes, © o(I") est I'ensemble des (z¢)ecr € @y A tels que, pour tout v € V, on ait

I’égalité
Z Te = 0 . (S,U)
ecl(v)

LEMME 2.2. On reprend les notations précédentes. Soit ¢ le nombre cyclomatique (ou premier
nombre de Betti) de T.

(i) Supposons que ¢ = 0 et fixons vg € V. Si (z¢)ecp est une famille dans @, A vérifiant
I'équation (&,) pour chaque v € V \ {vy}, alors z. = 0 pour tout e € E. En particulier,
O4(T) =0.

(ii) Soit eg € E une aréte de I telle que le sous-graphe de I' obtenu en enlevant eq est connexe.
Notons plgo : @ A — A la projection sur la composante indexée par eg. Alors la restriction

de pL a ©4(T) est surjective et scindée.
o J

(iii) Le groupe © 4(I") est isomorphe a A°.

Démonstration. (i) Dire que ¢ = 0 signifie que I' est un arbre. Soit (z¢)ecr € ©4(I"). On remarque
alors que, si f est une feuille de I' différente de vg et si ey est I'unique aréte de I' ayant f pour
extrémité, alors z., = 0 d’apres I'équation (€¢). Une récurrence simple sur le nombre de sommets
de T permet donc de conclure que z, = 0 pour tout e € E.

(ii) Procédons par récurrence sur c.

e Le cas ¢ = 0 ne se présente pas puisqu’alors le sous-graphe de I' obtenu en enlevant ey ne
peut pas étre connexe (méme si l'une des extrémités de eg est une feuille de 'arbre T').

e Supposons que ¢ = 1 et fixons (x¢)eecp € ©4(T). Soit IV I'unique sous-graphe cyclique
de T et notons vy,...,v, les sommets de IV de sorte que les arétes de I” soient ey := {v1,v2},
eo = {vg,v3}, ..., € = {v,,v1}. Soit E' 'ensemble {eq,...,e.} des arétes de I'". Le graphe T est
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alors obtenu en recollant des arbres Ay, ..., A, sur les sommets vy, ..., v, de I, respectivement,
comme on peut le voir sur le dessin suivant :

fl( )

FIGURE 1. Un exemple de graphe I" avec ¢ = 1 et r = 6. Le sous-graphe I" est en noir, alors que
les arbres Ai,..., Ag sont en rouge. L’arbre A4 a été entouré.

En appliquant assertion (i) & chacun des arbres Aj,..., A, et en prenant pour vy les som-
mets vy, ...,v, respectivement, on obtient que z. = 0 pour chaque e € E \ E’. Les équations
(Evy)y-- -, (Ey,) s’écrivent alors

Ty + Tey =0,

Tey + Tey =0,

Te, +Te, =0.

Comme I' est biparti, I'entier r est pair, et donc les solutions de ce systéme d’équations sont
données par T, = —Tey = Teg = **+ = X, , = —Te, = a pour un certain a € A. Cela prouve que,
pour chaque e € E', la projection p. induit un isomorphisme entre © 4(T') et A. En particulier,
comme le sous-graphe de I' obtenu en enlevant ey est connexe, I'aréte ey appartient a E’, et donc
pL, induit un isomorphisme entre © 4(I') et A.

e Soit ¢y > 1 et supposons le résultat prouvé pour ¢ = ¢g. Supposons que I' est de nombre
cyclomatique ¢ + 1. Comme I' est de nombre cyclomatique au moins 2, il existe une aréte e
telle que le sous-graphe de I' obtenu en enlevant les arétes ey et e; est connexe. Soit alors I" le
sous-graphe de I' obtenu en enlevant 'aréte e;. Par hypothése de récurrence, pg(;\@ A(T) est un
morphisme surjectif et scindé. On en déduit immédiatement que pgo\@ A(r) Vest aussi.

(iii) Procédons par récurrence sur c.

e Dans le cas ¢ =0, on a © 4(I") = 0 d’aprés 'assertion (i).

e Soit ¢g = 0 et supposons le résultat prouvé pour ¢ = ¢g. Supposons que I' est de nombre
cyclomatique ¢+ 1. Considérons alors un sous-graphe I de I', connexe, de nombre cyclomatique
co, obtenu & partir de I' en enlevant une aréte eg. On remarque alors immédiatement que l'on a
une suite exacte

0— @A(F,) — @A(F) — A,
ot le morphisme ©4(I') — A est induit par la projection pgo. Par conséquent, en utilisant I'as-
sertion (ii) et ’hypothése de récurrence, on obtient des isomorphismes :

OA) 2 O,4(I) @ A AT O
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2.2 Résolution des singularités
Rappelons que m désigne 'idéal maximal de R, que X’ désigne le schéma affine Spec(R) et
que X = X\ {m}. On note aussi n = Spec K et g: n — X le point générique de X.
Considérons un morphisme de schémas f: X — X = Spec R vérifiant les hypothéses sui-
vantes :

e X est integre régulier de dimension 2 et f est projectif;
o f: f71(X) — X est un isomorphisme;
e f~!(m) est un diviseur & croisements normaux de X (au sens de la définition 9.1.6 de [Liu02]).

Un tel morphisme existe d’aprés [Lip78]. On pose alors Y = f~1(m) muni de la structure
réduite. Ainsi, Y est une k-courbe réduite qui n’est pas forcément irréductible, mais dont les
composantes irréductibles sont lisses. Pour v € x® \ X (1) =y O on designe par Y, la k-courbe
projective lisse correspondant & v. On note g, le genre de cette derniére.

Par ailleurs, a la courbe Y on associe le graphe biparti I' suivant :

e sommets : V =V, U Vs, ou Vi = YO est ’ensemble des (points génériques des) composantes
irréductibles de Y et V5 est I’ensemble des points fermés de Y qui sont intersection de deux
composantes irréductibles de Y ;

o arétes : F est 'ensemble des {v1,v2} € P2(V) tels que v1 € Vi, vo € Vi et vg €Y,,.

Soit cr le nombre cyclomatique du graphe I'. On pose finalement :
nx=2 >  gutecrn.
vERM\X ()

A priori, la quantité nx dépend de f, mais nous verrons dans la suite qu’en fait elle ne dépend
que de X.
Remarque 2.3. Usuellement ce n’est pas le graphe I' qu’on associe a Y mais le graphe I';¢q défini
par :

e sommets : Vigq = y© ;

e arétes : Fieq est Uensemble des couples (vy,v9) € Vr%d tels que Y, et Y,, s’intersectent.

2.3 Les modules A et Y
On rappelle que, pour v € X \X(l), le corps k(v) est le corps des fonctions k(Y,) de

la k-courbe projective lisse Y,. Du coup, pour v € XM\ X1 et w € Yv(l), le corps k(Yy)w est
isomorphe a k((t)). Son groupe de Galois absolu est isomorphe a Z, et donc on a un isomorphisme
naturel H'(k(Y,),Q/Z(1)) = Q/Z. On peut alors considérer le morphisme naturel

¢o: P H'(&Y).QZ1)—» P Q/Z

veX MW\ X D) weX (2

induit par somme des morphismes de restriction
H' (K(Y,),Q/Z(1)) = H' (k(Yo)w, Q/Z(1)) = Q/Z
pour v € YO et w € Yv(l). On pose A = Coker ¢ et T = Ker ¢.

LEMME 2.4. Le morphisme somme %: @, 42y Q/Z — Q/Z induit un isomorphisme A = Q/Z.
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Démonstration. Le morphisme ¢ est induit par les morphismes
¢o: H' (k(Y,),Q/2(1)) = @ H'(k(Yo)w, Q/Z(1))
weYv(l)
qui sont eux-mémes obtenus par passage a la limite inductive & partir des morphismes
Gun: Hl(k(yv)aﬂn) - @ Hl(k(yv)wa/ln)-
wEYv(l)
Or, en identifiant chaque H'(k(Yy)w, tin) & Z/nZ via la valuation w-adique et en considérant le

morphisme somme X: @weyv(l) HY(k(Yy)w, fin) — Z/nZ, chaque ¢, ,, s'insére dans une suite

¢v,n

HY (R(Y,), i) 22 @,y HY KV i) — 2/ ——0

qui est exacte puisque :
e le morphisme ¥ est évidemment surjectif;
e pour toute fonction f € k(Y,)*, on a degdiv(f) =0, et donc X o ¢, = 0;

e on a un isomorphisme Pic(Y,)/n = Z/nZ induit par le degré, et donc si on se donne une
famille
(M) ey € @ Z/mZ= @ H' (k(Yo)ws 1tn)
wey, M wey, M
vérifiant I'égalité ZweY(l) my = 0 € Z/nZ, alors il existe une fonction f € k(Y,)* telle
que div(f) = Zwey(l) mypw dans Div(Y,)/n : autrement dit, ¢, n(f) = (Mw)w, et donc
Ker Y C Im ¢y .

En passant & la limite inductive sur n, on obtient alors une suite exacte

Hl(k(yv),Q/za))&@weypHl(k(yv)w,@/zu)) ®, Q/z 0. (2.1)

Cela montre immeédiatement que 3 induit un morphisme surjectif A — Q/Z. Reste a prouver
qu’il est injectif. Pour ce faire, on se donne o = (), 3 € KerX et on considere le graphe

biparti I'. Pour v; € Vi, on pose a,, = —Zw€K511>\V2 ouy. Pour vy € Vh, on pose ay, = .

Comme (ay) € Ker X, on vérifie immédiatement que
E ay = E Qy -
veVy veEV

De plus, le graphe I' est connexe d’aprés le principe de connexité de Zariski (corollaire 5.3.16
de [Liu02]). Par conséquent, le lemme 2.1 montre qu'il existe (z.)ecr € (Q/Z)F tel que, pour

tout v € V, on ait
Z Te = Qy . (2.2)
ecl(v)

Pour v1 € V1, on considére la famille yy, = (Yu; w) e 52 définie par

yvl,wzo Siwgym,
Yvyw = Qo sl w € le \ Va, (23)

Yor,w = Tly w} si {vl,w} eFk.
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On remarque alors que, pour chaque v; € Vi, on a

Z Yorw = Z Yorw (d’apres (2.3))

weX () weyV

= Z Yoy ,w + Z Yoy, w
weY \Va weYy ) nva

= Z Quy + Z T Ly 0} (d’apres (2.3))
weY{\Va weYs'nva

- Y ar Y-
wEYv(ll)\Vg e€l(v1)

= Z Qy + Gy, (d’apreés (2.2))
weY N\ Ve

=0. (par définition de a,, )

Par conséquent, la suite exacte (2.1) montre que y € Im(¢,, ). De plus, pour w € V3, on a

Zyv,w@ig) Z xe@aw:awy

veVr ecl(w)

d’ott )}, ey, Yo = . On en déduit que a € Im(¢) et ¥ induit bien un isomorphisme A — Q/Z. [

Le lemme qui suit va permettre de calculer le groupe T en fonction de l'entier nx qui a été
introduit dans le paragraphe 2.2.

LEMME 2.5. Le groupe abélien Y est isomorphe a (Q/Z)"x .

Démonstration. Comme cela a été déja remarqué dans la preuve du lemme précédent, le mor-
phisme ¢ est induit par les morphismes

¢u: H' (k(Y,),Q/Z(1)) = € H"(k(Yy)w, Q/Z(1))
wGYv(l)

pour v € Y, Ces derniers s’insérent dans la suite exacte (2.1). On a donc un diagramme
commutatif & lignes et colonnes exactes :

0 0

Dy Ker(oy) T

Doey H' (E(Y2),Q/Z(1)) ——— Doy H' (k(V2),Q/Z(1)) —=0
Doy P ¢

00— @,y Ker (B, 0 QZ 5 Q/Z) — =D,y Q/Z
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ou
O = Ker (z; P Ko (2; D Q/Z—H@/Z) e Q/Z).
veXM\X (1) wey M wed (@)

Le lemme du serpent montre alors que 'on dispose d’une suite exacte
0— @ Ker¢, =T -0 — 0.
pERM\X (1)
Nous allons maintenant calculer les groupes P, FO\X M) Ker ¢, et ©.
e Fixons v € X \ X (1) et calculons Ker ¢,,. Le morphisme ¢, s’identifie au morphisme
H'(K(Y,),Q/Z(1)) - @ H°(k,Q/2)
wGY,U<1>

induit par les résidus (dont on peut trouver la définition dans I'appendice du chapitre 1T de
[Ser94]). Par conséquent, Ker ¢, = H'(Y,,Q/Z(1)). Comme Y, est projective, ce groupe s’identifie
au sous-groupe de torsion de PicY,, autrement dit au sous-groupe de torsion des k-points de la
Jacobienne de Y,,. On en déduit que Ker ¢, = (Q/Z)?9.

e Calculons maintenant ©. Pour ce faire, introduisons 'ensemble Y (©:(1) des couples (v,w) €
Y (© %YM tels que w € Y. Le groupe O s’identifie alors au sous-groupe de Dy ©0).0) Q/Z constitué
des familles (24),cy0),0) vérifiant les équations suivantes :

voeY®, ) wew =0, (Fo)
wEYv(1>
VweyW, > Bpw =0. (Fuw)
v|(v,w) €Y (0),(1)
Pour a = (v,w) € YO tel que w ¢ Vo, I'équation (F,) s’écrit T(yw) = 0. Via l'identification

{(v,w) € YOW|w € V,} = E, on en déduit que le groupe © s’identifie au sous-groupe de
@D Q/Z constitué des familles (x.)ecp vérifiant les équations suivantes :

Yvel, Z ZTipw) =0, (F3)
wel(v)

VwGVQ, Z x{v,w}:()? (J:z/u)
vel(w)

ou I(v) (respectivement, I(w)) désigne toujours I'ensemble des arétes de I' incidentes sur v (res-
pectivement, w). Cela démontre que © = Oq /Z(F). D’aprés le lemme 2.2, ce groupe est isomorphe
a (Q/Z)r. On en déduit que T = (Q/Z)"x. O

2.4 Suite de Brauer—Hasse—Noether

Nous sommes enfin en mesure d’établir la suite exacte de Brauer-Hasse-Noether du théo-
réme 1.1 sur notre corps K.

THEOREME 2.6 (Suite de Brauer-Hasse-Noether). On a une suite exacte

0— (Q/Z)"™ — Br(K) » @ Br(K,) - Q/Z 0,
veXx @)

ol nx est 'entier qui a été défini dans le paragraphe 2.2.
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Remarque 2.7. En particulier, nx ne dépend que de X.

Démonstration. Le schéma X étant régulier, d’apres la remarque 2.3 de [CTPS16], il existe une
suite exacte

0-BrK— P Brk,—» @ Q/Z—0.
’UE?E'(I) wE)E'(Q)
Par conséquent :

e le noyau de Br K — @, . x) Br K, s’identifie &

T:Ker< P BrKvﬁ@Q/Z>,

Ve XD weX®
et donc & (Q/Z)"x d’apreés le lemme 2.5;
e le conoyau de Br K — @, c x) Br K, s’identifie &

A:Coker( b Br. - P Q/Z),

veXM\XD) weX®)

et donc a Q/Z d’apreés le lemme 2.4. ]

La suite exacte de Brauer—Hasse—Noether précédente peut étre appliquée & 1’étude de la
cohomologie du faisceau G, sur X.
COROLLAIRE 2.8. Soit j: U — X une immersion ouverte, avec U non vide.
(i) On a une suite exacte
0 — H*(U,Gp) = Br(K) — @5 Br(K,) = H(U,Gy) — 0.
veU)
De plus, H" (U, G,,) = 0 pour r > 3.
(ii) Le groupe H3(X,jiG,,) est isomorphe a Q/Z.
(iii) Le groupe Br X est isomorphe a (Q/Z)"x.
Démonstration. (Esquisse) (i) On dispose d’une suite exacte de faisceaux sur U :
0— Gy — g:G, — @ iysZi — 0,
veU®)
ou g: n — U désigne 'inclusion du point générique et i, 'immersion fermée Spec(k(v)) — U
pour chaque v € UM, La suite exacte longue associée s’écrit
coo = H'(U,Gp) = H'(U,6:Gm) » P H (k(v),Z) — -+ .
veUu®)

De plus, l'annulation du faisceau R®¢.G,, pour s > 0 et la suite spectrale de Leray
H"(U, R®g.G,,) = H""%(K,G,,) permettent I'identification H" (U, g.G,,) = H"(K,G,,). Comme
Br(K,) = H"(k(v),Z) pour chaque v € UM et K est de dimension cohomologique 2, on obtient
bien la suite exacte souhaitée ainsi que la trivialité de H" (U, G,,) pour r > 3.

(ii) En combinant P'assertion (i) et le théoréme 2.6, on voit que :

o si U= X, alors H3(X, 5G,,) = H3X,G,,) = Q/Z;
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e si U # X, alors Br K se surjecte sur @, ;) Br K, et donc H*(U,G,,) = 0. Cela permet

d’obtenir une suite exacte

H*(U,Gp) - € BrK, —Q/Z—0.
veX\U
Il suffit alors d’écrire la suite exacte de localisation (proposition 3.1(1) de [HS16]) :
0— H*(X,jiGm) - H(U,Gpm) » @ BrK, - HY(X, jiGy) — 0
veX\U

pour conclure que H3(X, 1G,,) = Q/Z.

(iii) Il suffit de combiner I'assertion (i) pour U = X et le théoréme 2.6. O

3. Dualité d’Artin—Verdier

On suppose toujours que k est algébriquement clos de caractéristique 0 et on garde les no-
tations de la section 2. Fixons un ouvert non vide U de X, ainsi qu’un faisceau constructible F’
sur U. Soit j: U — X l'immersion ouverte et posons H.(U,F) = H"(X,jF) pour r > 0.
Si D(U) désigne la catégorie dérivée bornée des faisceaux sur le petit site étale de U, en identi-
fiant Exty; (F, G;,) = Homp ) (F, Gy [r]), on obtient un accouplement naturel

AV: Ext};(F,G,,) x H>"(U,F) = H3(U,G,,).
D’aprés le corollaire 2.8(ii), le groupe H3(U,G,,) est isomorphe a Q/Z, d’ott un accouplement
AV: Ext(F,G,,) x H"(U,F) - Q/Z.
THEOREME 3.1. L’accouplement AV est un accouplement parfait de groupes finis.

Ce théoréme est I'analogue de la dualité d’Artin—Verdier classique sur les anneaux d’entiers
des corps de nombres. Il est possible de donner deux preuves différentes de ce résultat.

e Une premiére preuve peut étre retrouvée dans 'appendice écrit par Joél Riou a la fin de
cet article. Elle est fondée sur 'application des théorémes de dualité trés généraux de Gabber
(théoréme 0.2 du chapitre XVII de [Riol4]). Elle utilise notamment l’existence d’un complexe
dualisant sur le schéma Spec R dont la restriction & X = Spec R \ {m} est le faisceau constant
Z/nZ.

e Une deuxiéme preuve peut étre retrouvée dans ma thése (paragraphe 1 du chapitre 4
de [Izql6a]). Elle suit le méme schéma que la démonstration classique du théoréme d’Artin—
Verdier sur les corps de nombres (voir la section II1.3 de [Mil06]), mais demande de gérer un
certain nombre de difficultés supplémentaires liées au fait que le schéma X peut étre singulier.
Dans un premier temps, elle consiste & se ramener au cas ou F' = Z/mZ et U = X grace a des
arguments de dévissage et en procédant par récurrence. Il faut ensuite démontrer que AV est un
accouplement parfait de groupes finis lorsque F' = Z/mZ, U = X et r € {0, 1,2, 3}. Pour ce faire,
le point crucial consiste & démontrer 1'égalité

| Ext’ (Z/mZ,Gn,)| = |H* " (X,Z/mZ)| .
Grace aux suites exactes de Kummer

<o = ExtN (Z/mZ,Gyp,) — H' (X, Gy,) = H'(X,Gp) — -+ -,
o H'(X,Z/mZ) = H" (X, Gp) = H'(X,Gp) = -+,
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on peut voir que cela découle des isomorphismes Br X = (Q/Z)"X et H3(X,G,,) = Q/Z, ainsi que
de 'égalité |, Pic X|/| Pic X/m| = m™X (pour m > 0), qui peut étre démontrée indépendamment.

Remarque 3.2. Dans les articles [HS16, CTH15] et [Izql6b], la dualité d’Artin—Verdier s’obtenait
plus simplement qu’ici puisqu’elle découlait assez formellement de la dualité de Poincaré et d’une
dualité sur le corps de base.

COROLLAIRE 3.3. Soit F un faisceau constructible localement constant sur U. Notons F' =
Homy; (F, Gy,). 1l existe alors un accouplement parfait de groupes finis

H'(U,F') x H™"(U,F) = HZ(U,Gn) = Q/Z.

Démonstration. 11 suffit d’identifier H"(U, F’) et Extp;(F,G,,) grace a la suite spectrale des
Ext. O

Remarque 3.4. (i) Dans le cas ou k est séparablement clos de caractéristique p > 0, le corollaire
précédent reste vrai & condition de supposer que F' de n-torsion avec n non divisible par p. On
attire en particulier 'attention sur le fait que, si k est séparablement clos mais non algébriquement
clos, le corps k(t) est encore de dimension cohomologique 1 puisque la cohomologie étale est
invariante par extension purement inséparable.

(ii) Comme cela m’a été suggéré par le rapporteur, il est possible que I'on puisse traiter le cas
ou k est séparablement clos de caractéristique p > 0 et F' est de p-torsion en essayant d’adapter
la théorie de la dualité de Gabber et de la combiner avec le théoréme de pureté de Shiho pour
les faisceaux de Hodge-Witt logarithmiques (section 3 de [Shi07]). J’espére pouvoir avancer sur
cette question dans un futur travail.

4. Théorémes de dualité arithmétique

On ne suppose plus k séparablement clos et on note P I’ensemble des nombres premiers. Dans
toute la suite de l'article, on supposera qu'il existe des entiers d > —1 et p € {0} UP tels que :

o Car(k) € {0,p};

e le corps k est de dimension cohomologique d + 1;

e pour chaque entier naturel non nul n, on a un isomorphisme H*1(k, u?) = 7 /nZ de sorte
que, pour m|n, le morphisme naturel H™ (k, u®4) — H*(k, un?) s’identifie au morphisme
qui envoie la classe de 1 dans Z/mZ sur la classe de n/m dans Z/nZ;

e pour tout Gal(k®/k)-module fini M d’ordre n non divisible par p, le cup-produit induit un
accouplement parfait de groupes finis

H"(k, M) x H"77 (B, Hom (M, %)) — H™ (k, u$%) 2 Z/nZ.
On dira que k est un corps (p,d)-bon pour la dualité.

EXEMPLE 4.1. Un corps séparablement clos de caractéristique p est (p, —1)-bon pour la dualité.
Un corps fini de caratéristique p est (p,0)-bon pour la dualité d’aprés 'exemple 1.1.10 de [Mil06].
Un corps ¢-adique est (0, 1)-bon pour la dualité d’aprés le corollaire 1.2.3 de [Mil06]. En procédant
comme dans la preuve du théoréme 1.2.17 de [Mil06], on peut montrer qu'un corps de valuation
discreéte complet de corps résiduel (p, d)-bon pour la dualité est (p,d + 1)-bon pour la dualité.
Par exemple, les corps d-locaux au sens de [Izq16b| sont (p, d)-bons pour la dualité si 'on choisit
pour p la caractéristique du corps 1-local correspondant.
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Dans la suite, on fixe R une k-algébre commutative, locale, géométriquement intégre (c’est a
dire, R ®y, k*® est intégre), normale, hensélienne, excellente, de dimension 2 et de corps résiduel k.
On note K son corps des fractions, m son idéal maximal, X le schéma Spec R et X le schéma
X\ {m}. Le but de cette section est d’établir des théorémes de dualité de type Poitou—Tate pour
les modules finis et les tores sur K.

Remarque 4.2. En comparant tous les résultats qui vont suivre a ceux des articles [HS16, HSS15,
CTHI5, Izql6b, Izql7b], on remarquera que le corps K se comporte de maniére trés similaire
au corps des fonctions d’'une courbe sur un corps (p,d + 1)-bon pour la dualité. Par exemple, en
ignorant les phénomeénes liés a la caractéristique positive, C((z,y)) se comporte comme C((x))(y)
et Fp(t), et Fp((z,y)) et C((¢))((x,y)) se comportent comme Q,(x) et C((¢))((z))(y).

4.1 Dualité d’Artin—Verdier et descente galoisienne

LEMME 4.3. La k*-algébre R = R @y, k*® est locale, intégre, normale, hensélienne, excellente, de
dimension 2, de corps résiduel k*.

Démonstration. Comme R est géométriquement intégre, R est intégre. Ainsi, pour chaque ex-
tension finie [ de k, la l-algébre R ®y [ est intégre. De plus, c’est une extension finie étale de R.
Par conséquent, comme R est local, normal, hensélien, excellent, il en est de méme de R ®; [.
On vérifie immédiatement que 1’idéal maximal de R ® [ est m; = m ®j [ et que le corps résiduel
de R®y [ est . On déduit alors de la proposition 1 de 'appendice de [Bou06| et du corollaire 4.4
de [Mar79| que R est un anneau local, normal, hensélien, excellent, d’idéal maximal m = m ® k*
et de corps résiduel k°. Finalement, 'injection R < R étant plate, le théoréme 4.3.12 de [Liu02]
montre que dim R = dim R = 2. O

THEOREME 4.4. Soient U un ouvert de X et F' un schéma en groupes fini, étale, abélien sur U de
n-torsion, avec n non divisible par p. Notons F' = Hom(F, m‘?(d”)). Le groupe H+ (U, ,u;?((”m)
est isomorphe a Z/nZ et I'accouplement naturel

H"(U,F) x HH" (U, F') — H (U, p202)) = 7./n7Z
est un accouplement parfait de groupes finis.

Démonstration. Notons G le groupe de Galois absolu de k. Comme k est un corps (p,d)-bon
pour la dualité, on montre exactement comme dans le théoréme 1.1 de [Izql6b] que 'on a un
isomorphisme dans la catégorie dérivée

RHOmcjz/nz(M., Z/nZ(d))[d + 1] = RHOmz/nz(RrgM., Z/TLZ)

pour chaque complexe M* de G-modules discrets de n-torsion borné inférieurement. Par ailleurs,
d’aprés le théoréme 3.3 et le lemme précédent, si I’'on note U = U xj k® et F la restriction de F
a U, on a des accouplements parfaits G-équivariants de groupes finis

H"(U,F) x H2"(U,Hom (F, i) ) — Z/nZ(-1).

Comme dans le théoréme 1.1 de [Izq16b], cela fournit un isomorphisme dans la catégorie dérivée
des groupes abéliens :

RHomﬁ,Z/nZ (F, Mn) = IRI—IOIHZ/nZ (RFC (Ua F) ) Z/?’LZ(—l)) [_3] :

On conclut alors exactement de la méme maniére que la proposition 2.1 de [Izq16b]. O
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4.2 Dualité de Poitou—Tate pour les modules finis
Soit F un Gal(K*/K)-module fini d’ordre n non divisible par p. Notons F’ =Hom (F, ug(d”)),
et posons, pour r € {1,2,...,d + 3},
" (K, F) = Ker (HT(K, F)— [] B (K., F)) .
veXxX (@)

THEOREME 4.5. Pour r € {1,2,...,d+ 3}, il existe un accouplement parfait de groupes finis

" (K, F) x " (K, F') - Q/Z.

Remarque 4.6. Placons-nous dans le cas k = C, p =0, d = —1. Bien sfir, on aurait pu définir les
groupes de Tate-Shafarevich en tenant compte de toutes les valuations discrétes de rang 1 de K :

I, (K, F) := Ker (H*(K, F) = [[ B (K., F)) ,
vEQK
ou Qg désigne toutes les valuations discrétes de rang 1 de K. Cependant, on ne peut pas espérer
une dualité parfaite de la forme

I, (K, F) x IIZ (K, F') = Q/Z

puisque 2., (K, uy,) est toujours nul (théoréme 1.2 de [Hu17]) alors que I}, (K, Z/nZ) peut étre
non nul (théoréme 5 de [Jaw01]). Par ailleurs, ce dernier point montre que dans le théoréme 4.5,
les groupes de Tate-Shafarevich qui apparaissent ne sont pas toujours nuls.

Nous allons maintenant briévement expliquer comment on obtient le théoréme 4.5, la preuve
étant analogue a celle du théoréme 2.4 de [Izq16b]. Soit U un ouvert non vide de X. Considérons
un schéma en groupes fini étale sur U prolongeant F' : on le notera toujours F'. Posons

" (U, F) = Ker (H’"(U, P - I] H”(KU,F)) :
veXx ™)
DU, F) == Im (HI" (U, F') — HIM (K, F)).
PROPOSITION 4.7. (i) II existe un ouvert non vide Uy de U tel que I'on ait D447 (V, F') =
194" (K, F') pour chaque ouvert non vide V C Uy.
(ii) La suite @,c o) H3 (K, F') = HIA"(U, F') — D4="(U, F') — 0 est exacte.
Démonstration. (i) Si V C V' sont des ouverts non vides de U, on a l'inclusion D44~ (V, F') C
D= (V! ). Comme DIT4"(U, F') est fini, il existe un ouvert non vide Uy de U tel que

DA (V, F') = D=7 (Uy, F') pour chaque ouvert non vide V' C Up. Par ailleurs, pour V C V'
des ouverts non vides de U, on a un diagramme commutatif & lignes exactes

@vQV’HCH_S_T (Kv, F/) - Hg+4—7’(vl’ F’) . Hd+4_T(V/, F') - @Ungd-i-zl—r(KU’ F')

| | | T

Do H P77 (K, F') —— HIFT (Vo F) —— HH(VF) —— @y HT (Ko, FY).

En prenant V' = Uy, une simple chasse au diagramme permet de montrer que Uy convient.

(ii) Ce n’est qu’une chasse au diagramme dans le diagramme de la partie (i). O
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On a alors un diagramme commutatif & lignes exactes

0 D!h(Uv F) HT(U, F) HveX(l) HT(KTMF)

| : :

0 —— D" (U, F')P —— HI " (U, F')P —— [T ex H3 77 (K, F))P.

Le morphisme vertical central est un isomorphisme d’aprés le théoréme 3.3. Pour voir que le
morphisme vertical de droite est un isomorphisme, il suffit d’appliquer le méme méthode que
Milne dans le théoréme 1.2.17 de [Mil06] et d’utiliser que k est un corps (p,d)-bon pour la
dualité. On obtient alors un isomorphisme D7y (U, F) & DH4="(U, F')P. 1l suffit de passer a la
limite sur U pour obtenir le théoréme 4.5.

4.3 Dualité de Poitou—Tate pour les tores

THEOREME 4.8. Soit T' un K-tore de module de caractéres T et de tore dual T".

(i) Supposons que d = —1 (par exemple, k séparablement clos). On a des accouplements parfaits
de groupes finis

T (K, T)nonp x T2(K, 1), — Q/Z,
T (K, T)nonp x TI2(K, T) ., = Q/Z.

(ii) Supposons que d = 0 (par exemple k = C((t)) ou k fini). On a un accouplement parfait de
groupes finis

(K, T)nonep X T2(K, T") 0, = Q/Z.

Démonstration. Les preuves sont semblables & celle du théoréme 4.5.

(i) La preuve est en tous points analogue a celles des théorémes 7.1 et 7.2 de |[CTH15].
Rappelons briévement les grandes étapes de la preuve du premier accouplement, le second étant
obtenu de maniére trés similaire. Pour simplifier, on suppose que p = 0.

Soit ¢ un nombre premier. On considére 7 un tore étendant 7T sur un ouvert non vide U
de X. Pour v € X un argument identique a celui de la proposition 3.4 de [CTH15| montre que
I’accouplement naturel

HY(K,,T) x H'(K,,T) = H*(K,,G,) = Q/Z

est un accouplement parfait de groupes finis. De plus, le théoréme 4.4 permet de prouver que,
pour V ouvert non vide de U, I'accouplement naturel

H'(V.T) x HA(V.T) = H}(V,Gp) = Q/Z
induit un accouplement parfait de groupes finis
' (v, T O{0) x H2(V, TH{1}© - Q/Z.
Par conséquent, en introduisant pour chaque ouvert non vide V de U les groupes
DY (V. T) = Ker (H'(V,T) = [] H'(K.,T)),
vex @)
D*(V,T) =1Im (HZ(V,T) — H*(K,T)),
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et en utilisant la suite exacte de localisation (proposition 3.1(1) de [HS16]), on obtient un dia-
gramme commutatif & lignes exactes

0—— Dy, (V. T){l} —— H'(V, T){f} —TLoex H' (Ko, T){£}

T -

0—= D2V, Tl — H2(V, T} — [yex H (Ko, TP

Cela montre que DY (V,7){¢} et D2(V,T){¢} sont duaux I'un de D'autre. Reste a identifier ces
deux groupes a des groupes de Tate-Shafarevich :

e On montre aisément (comme dans le lemme 7.3 de [CTH15]) que le morphisme H!(V, 7-)
— HY(K,T) est injectif et donc que D} (V,T) = Y (K, T).

e Le groupe D%(U,T) est abélien, de torsion, de type cofini, et pour V. C V' C U des ou-
verts non vides, on a D2(V, T) C D?(V',T). Grace au lemme 3.7 de [HS16], on peut alors
trouver un ouvert non vide Uy de U (dépendant de ¢) tel que, pour tout ouvert non vide
V de Uy, on ait D?(V, T){¢} = D*(Uy, T){¢}. Une chasse au diagramme montre alors que
D2(Uy, TY{£} = LI2(K, T){C).

Cela achéve la preuve.

(ii) La preuve est trés similaire & celle du théoréme 4.4 de [HS16] et a celle du théoréme 3.10
de [Izq16b]. Il n’y a qu’une seule différence : comme X n’est pas une variété lisse sur un corps, il
est moins clair qu'il existe un accouplement Z(1) ®% Z(1) — Z(2) dans la catégorie dérivée des
faisceaux étales sur X qui soit compatible avec le morphisme naturel p, @ p,,[1] — p2?[1]. Mais
on peut voir dans la preuve du théoréme 3.10 de [Izql6b| que 'on a en fait uniquement besoin
d’un accouplement Z(1) @ Q/Z(1) — Q/Z(2). Et un tel accouplement existe bien puisque, pour
chaque n > 1, d’aprés la proposition 1 de [Kah92|, on a un morphisme dans la catégorie dérivée :

Z(1) ®" Z/nZ(1) & (G &% Gy, )[—2] @ Z/nZ = Z/nZ(2) .
Une fois que l'on dispose de cet accouplement, on montre la partie (i) avec le méme type d’ar-
guments que la partie (i). O
Remarque 4.9. (i) Dans la partie (ii), si k est un corps fini, le groupe II?(K, G, )nonp €st nul
et donc le groupe II%(K,T") est fini et on a un accouplement parfait de groupes finis
T (K, T)nonp X T2 (K, T ) nonp — Q/Z.

Pour prouver la nullité de IT?(K, Gm)non-p, il suffit de procéder comme dans la preuve de la
proposition 3.4(2) de [HS16], en remplagant la dualité de Lichtenbaum par le théoréme 0.11
de [Sai86].

~(ii) Il est aussi possible d’obtenir un théoréme pour d quelconque. Pour ce faire, il faut poser
T = T®YZ(d+1), comme dans la section 3 de [Izq16b]. On peut alors obtenir des accouplements
parfaits de groupes finis

(K, Tnonp X T2(K, T) o, — Q/Z,
T (K, T nonp x 43 (K, T) 0 — Q/Z.
La preuve est identique a celle du théoréme 3.10 [Izq16b].

Pour les applications arithmétiques (en particulier le théoréme 5.2), il sera utile d’avoir aussi
un théoréeme de dualité pour certains complexes de tores & deux termes.
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THEOREME 4.10. Supposons que d = —1 (par exemple k séparablement clos). Soit G un groupe
de type multiplicatif sur K. Soit p: T1 — T» un morphisme de tores algébriques sur K a noyau
fini. Soient G le complexe [T7 — Tb] ou T1 est en degré —1 et T en degré 0, et G le complexe
[TQ — T1] ol T2 est placé en degré —1 et T1 en degré 0. On a alors un accouplement parfait de
groupes finis

(K, G)nonp X K, G),0p, — Q/Z.

Démonstration. La preuve est tout a fait analogue & celle du corollaire 4.18 du chapitre 1 de
[Izq16a] ou du corollaire 2 de [Izql7al, et les idées sont similaires & celles du théoréme 4.8. On se
contente donc d’esquisser la preuve, en supposant (pour simplifier) que p = 0.

Soit U un ouvert non vide de X sur lequel T} (respectivement, T5) s’étend en un tore T;
(respectivement, T2) et p s’étend en un morphisme 77 — 7Tz, aussi noté p. Soient G le complexe
[T — T3] et G le complexe [T3 — T1]. Fixons £ un nombre premier. En utilisant le théoréme 4.4,
on peut alors montrer qu’il y a un accouplement parfait de groupes finis

HYU,G{0}) x HY(U,G) 0t} —» Q/Z. (4.1)
Introduisons maintenant les groupes
DY(U,G) =Im (H (U,G) - HY(K,G)),
DL (U,G) = Ker (Hl(U 6~ [[ H'K. G))
veX @
En combinant la dualité parfaite (4.1) avec une dualité locale, on montre que ’on a un morphisme
surjectif a noyau divisible D;h(~U, g){ty — DY(U, G){£}P. Or on peut prouver que, si U est
suffisamment petit, on a DY (U, G{¢} = IIT* (K, G){¢}. Du coup, en passant a la limite sur U, on
obtient un isomorphisme
I (K, G){¢} = (K, G){(}.

Pour conclure, il suffit de remarquer que le groupe II'(K,G){¢} est fini (car p est & noyau
fini). O

5. Applications arithmétiques

On suppose toujours que k est un corps (p, d)-bon pour la dualité et on se donne comme dans
la section 4 une k-algébre R commutative, locale, géométriquement intégre (c’est a dire, R ®y k°
est intégre), normale, hensélienne, excellente, de dimension 2 et de corps résiduel k. On note
toujours K son corps des fractions, m son idéal maximal, X le schéma Spec R et X le schéma
X\ {m}. Le but de cette section est d’utiliser les théorémes de dualité de type Poitou-Tate de la
section précédente pour étudier le principe local-global et I’approximation faible sur K.

5.1 Principe local-global dans le cas k = k® et Car(k) =0

Supposons que k soit algébriquement clos de caractéristique 0. En particulier, k£ est un corps
(—=1,0)-bon pour la dualité. Soient H un K-groupe linéaire réductif connexe et Z un espace prin-
cipal homogene sous H tel que, pour chaque v € XM on ait Z (K,) # 0. D’apreés le théoréme 2.6,
on a une suite exacte

BrK - P BrK, % Q/Z 0. (5.1)
veX (1)
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En considérant un modéle géométriquement intégre Z de Z sur un ouvert non vide U de X, on
peut définir un accouplement analogue & ’accouplement de Brauer—Manin pour les variétés sur
les corps de nombres :

[-,-]: Z(Ak) x Br(Z) = Q/Z,
((Po)v, @) = 0((a(P))w) ,
Zhk)=lim [] 2(0,)x [[ 2(K.).
VEU yev vEX\V

Ici, V' décrit les ouverts non vides de U et O, désigne le complété de 'anneau local de X en wv.
Notons

B(Z) = Ker (Bral(Z) — J[ Bra(Zxx Kv)) .
veX@
Toujours en utilisant la suite exacte (5.1), on remarque que |-, -] induit un accouplement

[--]: Z(Ak) x B(Z) = Q/Z,

et que Z(K) est contenu dans l'orthogonal de B(Z) dans Z(Af) : cela définit une obstruction au
principe local-global pour Z, que 'on appellera obstruction de Brauer—Manin associée a B(Z).

On remarque que, pour o € B(Z), la valeur de [(P,),a] ne dépend pas du choix du point
adélique (P,) € Z(Ak). Comme on dispose d’un isomorphisme canonique 5(Z) — B(H) (voir le
lemme 5.2(iii) de [BvH09]), cela permet de définir un accouplement

BM: IIY(H) x B(H) — Q/Z,
(2], @) = [(P), 0],

ou (P,) € Z(Ak) est un point adélique quelconque.

Par ailleurs, notons H®® le sous-groupe dérivé de H et H*® son revétement universel, qui est
semi-simple simplement connexe. Soit T un tore maximal de H. Notons T(¢) I'image réciproque
de T par le morphisme composé p: H** — H* — H et G = [T(SC) — T]. Comme dans la
section 2 de 'article [Bor98| de Borovoi, pour L une extension de K, on définit la cohomologie
galoisienne abélienne de H par H), (L, H) = H"(L,G). Elle est munie de morphismes d’abéliani-
sation ab} : HY(L, H) — H) (L, H) (voir la section 3 de [Bor98]).

PROPOSITION 5.1. Pour chaque v € XV, le morphisme ab}ﬂ est bijectif. Il en est de méme du
morphisme ab .

Démonstration. D’aprés les théorémes 1.4 et 1.5 de [CTGP04], les corps K et K, sont de caracté-
ristique 0, de dimension cohomologique 2, tels que indice et exposant coincident pour les algébres
simples centrales, et tels que la conjecture de Serre II vaille sur eux. Il suffit donc de procéder
comme dans le corollaire 5.4.1 de [Bor98| pour obtenir 'injectivité et d’invoquer le théoréme 5.1(i)
et 'exemple 5.4(vi) de [GA12] pour obtenir la surjectivité. O

Le noyau du morphisme 7¢) — T ¢tant fini, le théoréme 4.10 fournit un accouplement parfait
de groupes finis de type Poitou—Tate

PT: IIY(K,G) x IIY(K,G) — Q/Z,

ott G est le complexe [Tg =T 1] dans lequel T o est placé en degré —1 et Tl en degré 0. Nous dis-
posons d’isomorphismes permettant de comparer cet accouplement a ’accouplement de Brauer—
Manin :
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e d’aprés la proposition 5.1, les morphismes d’abélianisation induisent une bijection ab!:
(K, H) — YK, G);

e d’aprés le corollaire 2.20 et le théoreme 4.8 de [BvHO09], les groupes Bra(H) et HY(K,G)
sont isomorphes, ce qui induit un isomorphisme B: B(H) — HI}(K, G).

On peut alors montrer, comme dans la proposition 2.5 de [Izql7b|, que 'on a un diagramme
commutatif au signe preés

BM: HIY(K,H) x B(H) Q/Z
Jo |s
PT: mY(K,G) x IMY(K,G)——=Q/Z.

On en déduit le théoréme suivant.

THEOREME 5.2. Supposons que k soit algébriquement clos de caractéristique 0. Soit H un groupe
réductif connexe sur K. L’accouplement de Brauer—Manin

Y (K,H) x B(H) - Q/Z

D
induit une bijection I (K, H) = B(H) . En particulier, Pobstruction de Brauer—Manin associée
a B(Z) est la seule obstruction pour les espaces principaux homogénes sous H.

A la fin de D'article [CTPS16], Colliot-Théléne, Parimala et Suresh soulévent la question
suivante.

QUESTION 5.3 (|[CTPS16]). Gardons les notations du théoréme 5.2. Soit Z est un espace principal
homogéne sous H et donnons-nous une désingularisation X de X comme dans la section 2.2.
Supposons qu’il existe une famille (P,) € Z(Ag) % Hue;\?ﬂ)\X(l) Z(K,) telle que pour tout A €
B(2),

QAP ez € Ker (€D H'(k0.Q/20) ™ D @/z).
veX ™ weX (2
Ici, les morphismes 0,: Br K, — H*(k(v),Q/Z(1)) et Op: H ' (k(v),Q/Z(1)) — HO(k(w),Q/Z)

& QQ/Z sont induits par les morphismes résidus. Peut-on alors déduire que Z a un point rationnel ?

COROLLAIRE 5.4. Gardons les notations du théoréme 5.2 et de la question 5.3. Supposons qu’il
existe une famille (P,) € Z(Ag) % Hv@E(l)\X(l) Z(K,) telle que pour tout A € B(Z),

S Y 0uwl(@u(AR) = 0.

weX (@) pex®
WE Ly

Alors Z a un point rationnel. En particulier, la question 5.3 admet une réponse affirmative.

Démonstration. On reprend toutes les notations de la section 2.2. En se rappelant des preuves
du lemme 2.4 et du théoréme 2.6, on voit que le morphisme surjectif 6: @,y Br K, — Q/Z
s'insére dans un diagramme commutatif :

O 81;,11/
PBci0 Br Ky —= B, com H' (k(v),Q/Z(1)) —> B c 5020 Q/Z

lz

Q/Z.

0

®’U6X(1) Bl“ Kv
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On a alors, pour tout A € B(Z),
[(PU)U7 A] = 0((A(Pv))v)

= Z Z 8v,w(av(A(Pv)))

weX @) pex @)

wEYy
= > Y 0w@@A@)) = Y D 0wl(@u(AR)))
weX @ veX M weX () vey (©)
wEYu ’wEY'u
= > D> w(@(AP) = D D Fuw(9u(A(R))) -
weX(?) veé\é(/l) veY ©) ey ()
WEYy

S Y Gw(@Ar)) =0

weX (@ pex ™)
wEYu

par hypotheése, et pour chaque v € y©),
> O (9u(A(P))) =0
wEYv<1>

d’aprés la loi de réciprocité de Weil sur la courbe projective lisse Y,. Par conséquent, pour tout
AeB(Z),ona|[(P)y, A] = 0. D’apres le théoréme 5.2, on en déduit que Z(K) # (). O

5.2 Principe local-global dans le cas général

On ne fait plus d’hypothése sur d ni sur p. Ainsi, le corps k& peut étre séparablement clos de
caractéristique positive, fini, ¢-adique, ou encore C((¢)). Soient 7" un tore sur K et Z un espace
principal homogeéne sous T tel que Z(Ag) # 0 et qui devient trivial sur une extension finie de K
de degré non divisible par p. La théorie de Bloch—Ogus (rappelée par exemple dans le paragraphe 2
de [CTPS16]) fournit un complexe

H™3(K,Q/Z(d 4 2))nonp = @ H™ (K0, Q/Z(d +2))nonp 5 H (k, Q/Z(d))nonp - (5.2)
veXx @)

Comme dans le paragraphe précédent, en identifiant les groupes H(k, Q/Z(d))nonp et
(Q/Z)non-p, on peut alors définir un accouplement & la Brauer-Manin :

[--]: Z(Ag) x H3(Z,Q/Z(d + 2))nonp — Q/Z,
((Pv)v,oz) — ﬁ((a(Pv))v) .
Posons

H3(Z,Q/Z(d +2)) = Ker (Hd+3(z, Q/Z(d + 2))) /Im (Hd+3 (K,Q/Z(d + 2)))

o T B (2, ©/2d +2)) /1 (B (1, 0200+ 2)).
veXx (D)

ou Zg, désigne Z x i K,. En utilisant de nouveau le complexe (5.2), on remarque que ’accou-
plement |-, -] induit un accouplement

[+,-]: Z(Ak) x H(Z,Q/Z(d + 2)nonp — Q/Z,
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et que Z(K) est contenu dans l'orthogonal de Hfé+3(Z, Q/Z(d 4 2))non-p- De plus, pour o €
Hfff:s(Z, Q/Z(d + 2))non-p, la quantité [(P,),a] est indépendante du choix du point adélique
(P,)) € Z(Ak). L’accouplement |-, -] induit donc un morphisme

pPz: Hl‘iJr?’(Z, Q/Z(d + 2))non-p — Q/Z.
PROPOSITION 5.5. Soit
PT: IHl(K, T)non-p X Wnon-p - Q/Z
laccouplement parfait de la remarque 4.9. Il existe un morphisme
7 T3 (K, T nonp — HE(Z,Q/Z(d + 2))nonp
tel que 'on ait pz o = PT([Z],-).

Démonstration. La preuve est analogue a la partie 5 de [HS16]. On se contente de rappeler
briévement la construction de 7.

Notons Z = Z x i K*°. La suite spectrale
HP(K,HY(Z,Q/Z(d + 2))) = H"(Z,Q/Z(d + 2))
induit un morphisme
H"?(K,H (Z,Q/Z(d +2))) — H*(Z,Q/Z(d + 2)).

Comme dans le lemme 5.2 de [HS16], on a un isomorphisme de modules galoisiens H'(Z,Q/Z(d+
2))nonp =T ® Q/Z(d + 1)non-p- On obtient donc un morphisme

HY2 (K, T ®Q/Z(d+1))  — H™3(Z,Q/Z(d+2))nonp -

non-p

D’aprés le lemme 3.1 de [Izq16b), les groupes H*2(K, T @ Q(d + 1)) et HH3(K,T ® Q(d + 1))
sont triviaux. En exploitant le triangle distingué

TOZLd+1) - ToQd+1) - TR®Q/Z(d+1) = T®Z(d+ 1)[1],

on montre alors que H**2(K, T ® Q/Z(d 4 1))nonp = H3 (K, T)nonp, ce qui fournit un mor-
phisme

H(K,T) — H3(Z,Q/Z(d + 2))nonp -
En passant aux éléments localement triviaux, on obtient un morphisme
WK, T), = B (2,Q/Z(d + 2))nonp -

C’est le morphisme 7. O

non-p

non-

La proposition précédente entraine alors le théoréme suivant.

THEOREME 5.6. Soient T un tore sur K et Z un espace principal homogéne sous T tel que
Z(Ak) # 0 et qui devient trivial sur une extension finie de K de degré non divisible par p. Si pz
est trivial, alors Z(K) # ().

Comme dans le paragraphe 5.1, en prenant d = —1, cela répond affirmativement a la question
de Colliot-Théléne, Parimala et Suresh posée a la toute fin de 'article [CTPS16] dans le cas (b)
lorsque k est de caractéristique quelconque.

Pour terminer ce paragraphe, remarquons qu’en utilisant la remarque 4.9 et en procédant
comme dans le corollaire 5.7 de [HS16], on peut obtenir la proposition suivante.
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PROPOSITION 5.7. Supposons k fini de caractéristique p et considérons un tore stablement ration-
nel T sur K. Soit Z un espace principal homogéne sous T tel que Z(Af) # () et qui devient trivial
sur une extension finie de K de degré non divisible par p. Alors Z vérifie le principe local-global.

Démonstration. Comme T est stablement rationnel, il existe une résolution de T”
0T - R—S—0
ou R et S sont des tores quasi-triviaux (proposition 6 de [CTS77]). Or la remarque 4.9 impose

que II%(K, R)nonp est trivial. On en déduit que HI?(K, T")onp = 0, et le théoréme 4.8 permet
de conclure que I (K, T)yonp = 0. O

5.3 Approximation faible

On suppose dans ce paragraphe que p = 0. En particulier, k est de caractéristique 0. Pour M
un Gal(K*/K)-module discret, on note III2 (K, M) I'ensemble des éléments de H?(K, M) dont
la restriction a H?(K,, M) est triviale pour presque tout v € X On rappelle la définition 1.1
de [Izq17D].
DEFINITION 5.8. Soit 7" un K-tore. On dit que T' vérifie l'approzimation faible si T(K) est
dense dans [, .y T(Ky), ot le groupe T'(K,) est muni de la topologie v-adique pour chaque v.
On dit que T vérifie Uapprozimation faible faible (respectivement, l’approzimation faible faible
dénombrable) s’il existe une partie finie (respectivement, dénombrable) Sy de XM telle que, pour
toute partie finie S de XM n’intersectant pas S, le groupe T(K) soit dense dans [Loes T(Ky).

Exactement comme dans la section 9 de [CTH15|, dans la section 3 de [HSS15| ou encore dans
la section 1 de [Izql7b|, on peut comprendre 'obstruction a ’approximation faible.

THEOREME 5.9. Soit T un K-tore de module de caracteres T' et de tore dual T'. On note T(K)
I'adhérence de T(K) dans [[,cxa) T(Ky).

(i) Supposons que d = —1 (par exemple k = C). On a la suite exacte
0 T(K)~ [[ T(K,) — (2 (K,1))” - (WK, 1))” - 0.
vex @
Le tore T vérifie toujours 'approximation faible faible, et il vérifie 'approximation faible si,
et seulement si, II?(K,T) = 12 (K, T).
(ii) Supposons que d = 0 (par exemple k = C((t))) On a la suite exacte
0-T(K)— [] Tk 2 (K, 7')) 7 — (2K, 7)) = 0.
veX @)
Le tore T vérifie 'approximation faible si, et seulement si, II2(K,T") = 112 (K,T"). Le tore
T vérifie Papproximation faible faible si, et seulement si, le groupe de torsion 1112 (K, T") est
de type cofini. Le tore 1" vérifie 'approximation faible faible dénombrable si, et seulement
si, le groupe de torsion 1112 (K, T") est dénombrable.
Preuve (Esquisse). Voici les grandes étapes pour la partie (i) :
1. On montre d’abord que, pour F un Gal(K*®/K)-module fini et S une partie finie de X1,
on a une suite exacte
HY(K,F) — |[ H'(K,, F) - II(K, F")? — YK, F")” -0,
veS
ou (K, M) = Ker (H'(K, M) — [Toexans HY(K,, M)) pour chaque module galoisien M.
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2. L’exploitation de la suite exacte précédente avec F' = u,, permet de montrer que IH%(K ,Z)
= III?(K,Z). D’aprés le théoréme 4.8, c’est un groupe de torsion de type cofini divisible. De
plus, Pégalité 1%(K,Z) = II?(K,Z) permet de vérifier que le théoréme est vrai pour les tores
quasi-triviaux.

3. Le lemme d’Ono (théoréme 1.5.1 de [Ono61]) fournit une résolution
0=F—>Ry—T"xR; =0

pour un certain entier m > 0, un certain groupe fini étale F' et deux tores quasi-triviaux Ry et Rj.
En appliquant I’étape 1 a F' et 'étape 2 & Ry et Rp, on établit une suite exacte
0 T(K)s — [[ T(.) — (W3 (K,7))"
veS

ot T(K)g désigne 'adhérence de T'(K) dans [[,. g T(K,). En passant a la limite projective sur S,
on obtient 'exactitude de

0— T(K)— H T(Ky) — (LHE)(K,T))D

4. L'exactitude de [],c o) T(Ky) — (II2(K, T)P — (III2(K,T))P — 0 s’obtient en duali-
sant la suite exacte 0 — II%(K,T) — 112 (K, T) — Doex H?*(K,,T).
5. De la suite exacte
0 T(K)—» [[ 7K~ (W2(K,1))” - (2K, 1)) =0
veX (1)
on déduit que 7T vérifie 'approximation faible si, et seulement si, 111 (K, T) =112 (K, T) et qu’il
vérifie I'approximation faible faible si, et seulement si, [I12( K, T') est d’indice fini dans 12 (K, T)).

En écrivant une résolution flasque de T', on peut vérifier que cette derniére condition est toujours
satisfaite. ]

Remarque 5.10. (i) La preuve de la partie (ii) est similaire.

(i) Comme dans la remarque 4.9, on pourrait obtenir un résultat pour I’approximation faible
dans le cas ou d est quelconque en faisant intervenir les complexes de Bloch.

Appendice. Dualité
Joél Riou

Dans cet appendice, on montre que le théoréme 1.2 peut se déduire des résultats généraux de
Gabber sur les complexes dualisants en cohomologie étale [Riol4]. L’énoncé suivant généralise le
théoréme 1.2.

THEOREME A.1. Soit X un schéma local, strictement hensélien, excellent, normal de dimension 2.
On note z le point fermé de X et X := X — {z}. Soit n un entier inversible sur X. Alors, il existe

un isomorphisme canonique en cohomologie étale H3().(, 122y ~ Z/nZ. Notons A := Z/nZ et
DY(X, A) la catégorie dérivée bornée constructible des faisceaux étales de A-modules sur X. Pour
tout objet M € Db(X, A), notons M’ := RHom(M, u®?) € DY%(X, A). Alors, le U-produit induit
une dualité parfaite entre groupes finis pour tout r € Z

H (X, M) x H>"(X, M) — H*(X, u&?) ~ Z/nZ.
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Ce résultat implique le théoréme 1.2. En effet, si U est un ouvert de X et F un schéma en
groupes fini étale sur U tué par n, on peut noter F le faisceau étale sur U représenté par F' et
k: U — X 'immersion ouverte : on obtient le théoréme 1.2 en appliquant 1’énoncé ci-dessus au
faisceau M := k.F.

Pour tout schéma excellent X muni d’une fonction de dimension §: X — Z et sur lequel un
entier n est inversible, Gabber a construit un “complexe dualisant potentiel” Ky € D4%(X,A) qui
est unique & isomorphisme unique prés [Riol4, théoréme 5.1.1] et qui est un complexe dualisant au
sens oil le foncteur Dy := RHom(—, Kx) réalise une antiéquivalence de catégorie de D8(X, A)
dans elle-méme : la transformation naturelle M — D%M est un isomorphisme pour tout M €
D2(X,A) [Riol4, théoréme 6.1.1]. Parmi les propriétés de ces complexes dualisants potentiels, on
retiendra en particulier :

e si X est régulier (et connexe), alors Kx ~ A(n)[2n], ou n = §(n) avec n le point générique
de X |Riol4, Proposition 2.4.4.1];
e si f: Y — X est de type fini, alors on a un isomorphisme canonique Ky = f'Kx, ou Y est

muni d’une fonction de dimension appropriée déduite de f et §: X — Z |Riol4, Proposi-
tion 4.1.2].

LEMME A.2. Soit X un schéma local. On note i: x — X I'inclusion du point fermé et j: X=X
I'inclusion de I'ouvert complémentaire X=X- {z}. Soit Dt ();', A) la catégorie dérivée bornée
inférieurement des faisceaux étales de A-modules sur X. Alors, pour tout M € D*()z' , ), il existe
un isomorphisme canonique i* Rj, M ~ Ri'jiM[1] dans D¥ (z, A).

Si X est strictement hensélien, on peut identifier D™ (z, A) avec la catégorie dérivée des A-
modules et alors les deux objets précédents s’identifient a RF()E', M), dont les objets de cohomo-
logie sont les groupes HT().(, M) pour tout r € Z.

Pour tout objet L € DT (X, A), on dispose d'un triangle distingué canonique
iwRi'L — L — Rj,j*L — i, Ri'L[1].

En faisant L := jiM et en appliquant le foncteur * au triangle distingué obtenu, on obtient le
triangle distingué suivant :

Ri'jiM — i jiM — i*Rj, M — Ri'jiM][1].
Comme ;M ~ 0, on obtient I'isomorphisme voulu i*Rj,M =~ Ri'jiM[1], et bien str, si X est
strictement hensélien, on a une identification i*Rj, M ~ RI'(X, M).

Pour démontrer le théoréme A.1, nous allons établir la proposition suivante.

PROPOSITION A.3. Soit X un schéma local, excellent, normal de dimension 2. Soit n un entier

inversible sur X. Pour tout M € ch’();', A), il existe dans D%(x, A) un isomorphisme canonique
RHom(i*Rj, M, A) ~ i*Rj, M'[3], o M' := RHom(M, u?).

Notons 6: X — Z la fonction de dimension sur X telle que 6(z) = 0, ou x est le point fermé
de X. Si on note 7 le point générique de X, on a d(n) = 2. Notons Ky le complexe dualisant

potentiel sur X associé a cette fonction de dimension §. Notons j: X — X Uinclusion de I'ouvert
X = X —{z}. Comme X est normal de dimension 1, il est régulier. On en déduit que le complexe
dualisant potentiel Ko := j*Kx € D%(X,A) est canoniquement isomorphe a A(2)[4]. Comme

d(x) = 0, on a aussi un isomorphisme canonique K, := Ri'Kx ~ A. On note Dx le foncteur
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de dualité RHom(—, Ky) sur D%(X,A). On note de méme Dy et Dy les foncteurs de dualité
associés aux complexes dualisants potentiels K)-( et K.

Les propriétés formelles de la dualité et le lemme précédent donnent les isomorphismes cano-
niques suivants dans D%(z, A), pour tout M € D4(X, A) :

RHom(i*Rj, M, \) = Di*Rj, M
— Ri'DxRj M
= Ri' JiDeM
= Ri'ji RHom(M, u%?)[4]
= Ri'jiM'[4]
= *Rj, M'[3].

Démontrons le théoréme A.1. Comme X est strictement hensélien, la proposition et le lemme
précédents impliquent que pour tout M € D%(X, A) et tout r € Z, on a une dualité parfaite de
groupes finis

H™(X, M) x H"(X,M") = Z/nZ.
En particulier, avec M = Z/nZ, on obtient un isomorphisme canonique H 3();' 2% ~ Z/nZ. En
utilisant les idées de |Riol4, §12|, on peut vérifier que la dualité parfaite obtenue ci-dessus est
bien induite (au moins au signe prés) par le U-produit et que I'isomorphisme H?(X, u$?) ~ Z /nZ
obtenu ici est le méme que celui de [Riol4, théoréme 3.1.1].
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